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Resumo: A modelagem dindmica e o controle ativo de estruturas flexiveis sdo estudadas
através da técnica do Lugar Geométrico das Raizes. O trabalho apresenta a derivacédo da
Funcdo de Transferéncia (9 S0) de dois estudos de caso. O primeiro exemplo consiste no
controle ativo de uma viga de Euler-Bernouille, bi-apoiada, controlada e monitorada por
elementos puntiformes, atuador inercial e sensor acelerométrico. O segundo exemplo con-
templa a mesma estrutura flexivel porém controlada e monitoradada com elementos piezoe-
|étricos, distribuidos ao longo da estrutura. Os ganhos de controle proporcional-derivativo e
a influéncia das dindmicas dos sensores e atuadores nas propriedades de estabilidade do
sistema sdo discutidas.

Palavras-Chave: Controle ativo, Estrutura flexivel, Sensores e atuadores piezoel étricos.
1. Introducao

Manipuladores roboticos para aplicacdes espaciais devem possuir pequenos coeficientes
inerciais, massas e momentos de inércia, em razdo de economia de peso e energia nas mano-
bras requeridas. Essas caracteristicas aliadas ao fato de que esses manipuladores usualmente
possuem elos longos, torna relevante, para efeito de controle, a influéncia da dindmica dos
modos flexiveis. Os modos flexiveis de uma estrutura passam a ter importancia no projeto do
sistema de controle quando os primeiros modos naturais da estrutura localizam-se dentro da
banda de frequéncia do controlador. Desta forma, o controle ativo de uma estrutura flexivel
requer ainclusdo da dinamica dos modos rigidos e flexiveis, bem como da dindmica dos sen-
sores e atuadores utilizados na malha de controle.

O conhecimento da dindmica da estrutura e da dindmica dos elementos transdutores, sen-
sores e atuadores, constituem a base para o projeto do sistema de controle ativo. A integracéo
de sensores e atuadores em uma estrutura flexivel com a inclusdo de comandos eletrénicos
visando o controle de variaveis importantes, eleva a categoria da estrutura, isto €, ela passa de
uma estrutura ativa para uma categoria de estrutura adaptativa.



Neste trabalho analisa-se os efeitos da dindmica dos sensores e atuadores quando integra-
dos em uma estrutura flexivel. Dois tipos de sensores e atuadores sdo integrados em uma es-
trutura flexivel tipo viga simples. As equacdes do movimento sdo obtidas através das equa-
¢cOes de Lagrange de onde se obtém a Funcéo de Transferéncia que € a base para o projeto de
um controlador tipo P-D, via 0 LGR. Nestes estudos, sdo estabelecidas as condicdes de esta-
bilidade para o projeto de um controlador ativo de vibracGes de uma estrutura adaptativa.

2. M odelagem Dinamica

Na modelagem dinamica da estrutura flexivel, tipo viga de Euler-Bernouille, sdo inclui-
dos os efeitos dindmicos dos sensores (acelerbmetro e sensor piezoelétrico distribuido), e atu-
adores (atuador inercial e atuador piezoelétrico distribuido) conforme indicado na figura 1,
abaixo.
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Figura 1. Posicionamento dos transdutores na viga de comprimento |.

As equagdes do movimento podem ser obtida através das equacdes de Lagrange Genera-
lizadas (Junkins & Kim, 1993), onde se considera as propriedades, de inércia e rigidez, distri-
buidas. O Langrageano generalizado do sistema flexivel é dado por:

L(w,Ww,w") =T(W)-V(w") (1)
onde T eV sdo, respectivamente, as energias cinética e potencial elastica do sistema. No cal-
culo da energia cinética e potencial consideram-se as propriedades inerciais e de rigidez elas-

tica ndo sO da viga como também dos atuadores e sensores. Sendo w(x,t) a deformacéo elasti-
catransversal daviga na posicdo X, as energias cinética e potencial da estrutura séo dadas por:

T=T,+T +T, +T, +T, (2-a)

onde

1 W (X, t) 14 w(X,t) B
Tv _ELmv%gdx Ts —ELms%gé(X XS)dX
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Ty, Ts, Ta, T € Ty, SA0 as energias cinéticas da viga, do acelerdmetro, do atuador inercial, do
sensor e do atuador piezoelétricos, respectivamente. V,, Vg € Vg S0 as energias potenciais
daviga, do sensor e do atuador piezoelétricos, respectivamente. my, Mg, € My, S0 respectiva-
mente, as massas por unidade de comprimento da viga, do sensor e do atuador piezoelétricos.
ms € M, S80 as massas do acelerbmetro e do atuador inercial, respectivamente. El,, Elg, € El g,
sd0 as rigidez flexurais da viga, do sensor e do atuador piezoelétricos, respectivamente. &(.) e
u(.) sdo as fungdes espaciais delta de Dirac e unitaria, respectivamente.

Para discretizar o sistema, w(x, t) é expandido em termos de um conjunto finito de fun-
¢cOes admissiveis onde considera-se o principio da separacéo de variaveis,

w0 =3 9,00, (0 ©

onde @(x) é afuncdo admissivel dependente apenas da posicdo X, enquanto que 1,(t), € a co-
ordenada generalizada dependente apenas do tempo t, n. € o nUmero de termos gque sera con-
siderado na expansdo, Eq. (3), que corresponde ao nimero de modos de vibragcdo que seréo
considerados no calculo da deflexao w(xt).

Substituindo a Eq. (3) nas equacdes Eqg. (2-a) e Eq. (2-b), realizando as derivadas parciais
e desenvolvendo o quadrado dos somatorios obtém-se

Ne Ne

1B _
T= 2 Z y4 nr(t)ns(t)mrs (4 a)

=23 YN, On. 0K, (4-b)

onde

m = Ji{mvtpr (), (x) + Mm@, (X)@; (X)X = X)) + M@, (X)5 (X)3(x — X,,)

M@, (X) @, ()[UX =X g ) = U(X = X4 )] +M @, ()P, ()UK =X ) = U(X = X )] X

(5-8)



Ko = [{E1,0, (09,00 +E1 5,0, ()9, (OLUX =X 52) = U(X =X 1]

(5-b)
+EI 50, (X), (X)[U(X = X0 ) = U(X = X 14 )1} X
Aplicando-se a equacéo de Lagrange para as coordenadas generalizadas, n(t),
r=1,2,...,ne, Obtém-se:
Zmrsns(t)-'- Zkrsns(t) :Qr(t) (6)

A forca generalizada, Q/(t), é obtida através do principio do trabalho virtual mostrado a
Seguir:
BW = J’;f (x, t)dW(x, t)dx @)

onde W é o trabalho virtual realizado pela forca f(x,t) aplicada pelos atuadores ao longo do
deslocamento virtual, dw(x,t). Substituindo a Eg. (03) na Eq. (07) encontra-se:

W =3 [0, 6030, (D) = 3 Q, (031 (1)
onde

Q. (1) = [, (x, D)@, (x) dx ®)
Considerando entéo aEq. (8), aEg. (6), pode ser escrita na forma matricial, abaixo:
Mrj(t) +Kn(t) =Q(t) 9

onde M eK sdo as matrizes, nexne, de massa e rigidez, respectivamente, cujos elementos séo
dados, pelas equactes Eq. (5-a) e Eq. (5-b). n(t) e Q(t) sdo os vetores, n. dimensionais, das
coordenadas e forcas generalizadas, respectivamente.

2.1 Dindmica dos Transdutores

Uma vez determinado as matrizes de massa e rigidez e escolhida uma funcéo admissivel
ou de comparacéo, a Eq.(9) esta pronta para ser utilizada na analise dinamica da estrutura.
Para efeito de controle resta entdo a integracéo das dinamicas dos atuadores, como entradas, e
dos sensores, como saidas. A relacdo entre a saida e a entrada dos sensores e atuadores consi-
derados na estrutura est&o relacionados na tabela 1.

Natabela 1 (Preumont, 1997), as constantes que compde o0s ganhos do sensor e atuador
piezoel étricos sdo:

Ep : M6dulo de elasticidade do material do Sensor PIeZoElEtriCo..........ccovveveeereciiiiieneinens N/m?
031 : CONSLANEE PIEZOEIELIICO ....c.eeeeeecee ettt et sttt e e ae e s e sreennean m/vV
h: espessura do filme PIEZOEIELIICO. ..........cccue i m
by : largura do filme PIEZOEIELIICO. ... m

Cr: capacitancia do elemento capacitivo do amplificador de carga...........ccccveuveee.e. coulomb/V



Tabela 1: Fungdes de transferéncia do transdutores

Transdutores G(s) Observagéo
-g g2 s - ganho do acelerdbmetro
acelerbmetro S ( s fragdo de amortecimento
s+ 20 WS+, G : fregiiéncianatural
-g g2 Oa : ganho do atuador inercia
Atuador inercid a o frag8o de amortecimento
s +20 WS+ w,’ G fregiiéncianatural
O : ganho do sensor piezoel étrico
sensor piezoel étrico Osp Epdalhbp
g,=———
Sy Cf
Osp - ganho do atuador piezoel érico
atuador piezo elétri - _
uador piezo rnco Oap gq) - Epdglbph

2.2 Funcao de Transferéncia da Estrutura Ativa

A funcdo de transferéncia da estrutura ativa incorpora a dinédmica da viga bem como dos
elementos transdutores. Considerando um sistema de controle com uma entrada e uma saida, a
funcdo de transferéncia € obtida da seguinte forma: Primeiro aplica-se a Transformada de La-
place na equacdo (9) para se obter arelagdo entre a Transformadas de Laplace da coordenada
generalizadan(s), e daforca generalizada Q(s), 0 que resulta em:

n(s) =B7Q( (10)
B =s’M +K (11)

Relacionando a forca generalizada, Q(s), com aforca gerada pelo atuador, obtém-se
Q(8) =@, (x,) F(9) =P, (X,) G, (9)V.(9) (12)

onde ®4(X, € 0 vetor n-dimensional que descreve a dependéncia espacial (funcéo de forma)
da funcdo forca aplicada. G,4(s) é afuncéo de transferéncia do atuador e V4(s) é o sinal elétri-
co de controle. Por dltimo, relaciona-se a saida do sensor com a sua entrada que pode ser a
deflexdo, a velocidade ou a aceleragdo de um ponto da viga conforme o sensor escolhido.
Considerando-se um sensor tal que a entrada seja a deflexdo da viga, w(Xst), € a saida um
sinal elétrico, v4(t) e ainda considerando a expansdo em termos dos n, modos assumidos, en-
contra-se:

V() =G,(9®; (IN(9 (13)

Assim, através das equagdes (10), (11), (12) e (13), obtém-se uma fungdo de transferéncia
global, Gy(s), entre o sinal V (s) (saida do sensor) e o sinal V4(s) (entrada do atuador).

Gy () = GG, (x)B'®,(x,) (14)

Uma vez obtida esta funcdo de transferéncia, pode-se analisar o comportamento dinamico
da estrutura em malha aberta e ainda estabelecer uma estratégia de controle que atenda os
requisitos de estabilidade e performance desgjados.



3. Estudosde Caso

Dois exemplos serdo considerados: | - Uma viga bi-apoiada com um atuador inercial e o
sensor um acelerdbmetro e Il - amesma viga com transdutores piezoelétricos.
Caso I: A figura 2 representa uma viga bi-apoiada com um atuador inercial na posicéo X, e um
sensor (acelerémetro), na posicdo Xs. O sinal v4(t), de entrada, é gerado por uma fonte de ten-
S80 enquanto que o sinal de saida, v(t) , é captado em um medidor de vibracoes.

v«(t) viga derigidez va(t)
sensor. flexural El e Atuador
acelerﬁmetrc:—l_, comprimento | <—, inercial

|

Figura 2: Egtrutura ativa consistindo de uma viga bi-apoiada, atuada por um
atuador inercial e sensoriada por um acelerdmetro.

A funcdo admissivel deve ser escolhida de tal forma que satisfaca as condicdes de con-
torno geométricas da estrutura, e paratal serd assumida a funcéo, @(x) = sen(rrx/l). Conside-
rando apenas os dois primeiros modos, n=2, a fungcdo modal, ®(x), pode ser escrita na se-
guinte forma:

D(x) =[@, @,]1" (15)

Uma vez definida a funcdo admissivel, determina-se as matrizes de massa e rigidez através
das equactes (5-a) e (5-b) adaptadas para 0 exemplo em questéo.

M = My leE K = 0Ky klz%
%%1 My, [ %21 Koo

onde os elementos das matrizes sdo dados por:

mﬂ:mV +%+ﬂ mﬁ:ﬂ+ﬂ M, =my, mZZ:mV +%+ﬂ
2 a @ Q q 2 a g
| | | |
a=—— a,=——— a, = a, =
TX T™X
sen? a en? s SEHBTL&GHBLH SEHBTL&GHBLH
| | ol o ol O olo ol O
_EB _8el,

Kip =k =0 kp = E

| |
Q=—— =T k11_
s;enzB!LlXa H Senz[ Jﬁ—ﬂxs B 2°
gl O gl O

Uma vez determinada as matrizes de massa e rigidez, obtém-se a matriz B, Eq.(11), eem
seguida a sua inversa, resultando em:

%zmzz +ky Szm12 E
B1=0 det(B) det(B) 16)

0 sm,  s’my+k, 0
d de®) de@)
det(B) é o determinante da matriz B: det(B) = (My; My, — MyyMy; )s? + (KMo, + KMy )s? + kKo,




Databela 1, retiram-se as funcdes de transferéncias do atuador inercial, e do sensor acele-
rométrico, que podem ser reescritas na seguinte forma:
— _ 2

IO e

§+20 Ws+w s* + 20, W,S+ W,
Substituindo as equactes acima e ainda as equacdes (12) e (13) na Eq.(14), encontra-se a fun-
¢ao de transferéncia global, Gy(s), entre a saida do sensor, V4(s), e a entrada no atuador, V(s),
gue sera empregada para projetar diferentes acdes de controle.

G.(s) =

s*(b,s* +b,) (17)

Gy(9=
? (S2 + Zaawa + waz)(sz + 2Z sws + wsz)(a4s4 + aZSZ + ao)

onde
b2 = (pl(xs)(pl(xa)mzz - (pz(xs)(pl(xa)m21 - (pl(xs)(pz(xa)mlz + (pz(xs)(pz(xa)mll
bo = (pl(xs)(pl(xa)kzz + (pz(xs)(pz(xa)kll
a, =mym,, —mym, a, = k11m22 + k22m11 a, = kukzz

O segundo estudo de caso esta ilustrado na figura 3, que consiste de uma viga bi-apoiada
com um atuador e um sensor piezoelétrico distribuido nas posi¢fes indicadas. Um sinal elétri-
CO, Vg(t), de entrada no atuador, € gerado pela fonte de tensdo enquanto que o sinal de saida,
Vg(t), do sensor, € captado no medidor de vibragbes. A mesma fungdo admissivel e 0 mesmo
nimero de modos do exemplo | sdo considerados nesse caso.

V(1) Va(t)
Sensor piezoelétrico—‘ . .
,7Atuador piezoel étrico
Xspe >\ xsde X
] ape >
| X o |

Figura 3: Estrutura ativa consistindo de uma viga bi-apoiada com
transdutores piezoel étricos

vigaderigidez
flexural El e
comprimento |

Nesse exemplo, € de se esperar, que os elementos das matrizes de massa e rigidez sejam
diferentes que as do exemplo anterior. 1sso acontece porgue no caso | as massas dos elemen-
tos transdutores foram consideradas puntiformes enquanto que nesse caso |1, as massas estéo
distribuidas em regifes da viga. E importante observar que agora existe também a influéncia
darigidez elasticas dos elementos piezoelétricos na matriz de rigidez do sistema.

Considerando os parametros da viga e dos atuadores piezoelétricos da tabela 3, e reali-
zando os calculos, determina-se as matrizes de massa e rigidez. Utilizando o mesmo procedi-
mento do exemplo I, encontra-se a seguinte funcédo de transferéncia global entre a entrada no
atuador piezoelétrico, V4(s), e asaida do sensor piezoelétrico, Vg(S):

[f|m22 _(ft +fu)m12 +fvm11]32 +f|k22 _(ft +fu)k12 +ka11

18
(m11m22 - m122)S4 + (m11k22 + m22k11 - 2m12k21)32 + k11k22 - k12 ( )

2

G,(8) =9,95

E,dyhb,

S O = ~Epdyhb,

onde gg, =



f, =[(mx_, /1) cos(mx,, /1) - (mx,, /1) cos(mx_, / D][(T,, /1) cos(rx_, /1) = (1., /1) cos(mx__, /1)]

f, =[(rx /1) cos(mx /1) = (rx., /1) cos(r, /1)][(2rx.., /1) cos(2mx _ /1) = (2 ., /1) cos(2m _, /1)]
f, =[(2m_ /) cosrx,. /1) - (2, /) coserx,, /] [@m.. /) coser /1) - (2, /1) cos2r,/1)]
f, =[(2mx,, /1) cos(2mx_ /1) - (2mx,, /1) cos(2mx, /1)][(Tx,,, /1) cos(mx _ /1) = (1 _, /1) cos(Tx ., /1]

4. Controleda Estrutura

Uma vez determinada a funcdo de transferéncia, pode-se analisar a estabilidade da estru-
tura em malha fechada através do Méodo do Lugar Geométrico das Raizes, LGR. Qualquer
ponto do LGR, no plano-s, é solucéo da equagdo caracteristica

1+9G,(s9H(s) =0 (19)

onde g € um ganho, H(s) = 1+T4s éalei de controle P-D, isto é Proporcional-Derivativo e
T4 € constante. Utilizando a equacdo (17) e considerando os dados das tabelas 2 com os ga-
nhos, gy € ga, Unitarios, encontra-se parao caso |:

s'(b,s” +b,)(1+T,9

G,(OH(s) =
g( )H(S) (SZ"'ZZaQ)a"'(*)aZ)(SZ +Zzsws+w52)(a4s4+a252 +ao)

(20)

Considerando T¢=0,5 s, 1x=2120 10° rad/s, w=2m10 10° rad/s, {;={<=0,5, obtém-se, para
duas diferentes posi¢des do atuador e do sensor, os gréficos LGR referentes a Eq.(20), figuras
4-ae4-b.

As marcas “0"e “X”, representam respectivamente 0s zeros e 0s polos da funcdo de trans-
feréncia em malha aberta. Como existe raizes bem préximo a origem, uma ampliagdo se faz
necessario. S8 oito polos, quatro no semi-plano esquerdo oriundos dos elementos transduto-
res e 0s outros quatro pélos sobre o eixo imaginario origindrios dos dois modos flexiveis da
estrutura. S8 sete zeros, quatro devido a dindmica do atuador e sensor, dois em razdo das
ressonancias das subestruturas definidas pelas posi¢cdes relativas do atuador e do sensor (MIU,
1991) e um zero devido a agdo de controle.

Escolhendo um ponto do gréfico Lugar Geométrico das Raizes, figura 4, pode-se deter-
minar 0 ganho e 0s respectivos poélos permitindo assim realizar uma analise do comporta-
mento dindmico da estrutura, em malha fechada.

Tabela 2: Dados da estrutura do exemplo |

Dados da viga uniforme (aluminio)
simbolo grandeza valor unidade

D massa especifica 2710 kg/m®
b largura 0,050 m

e altura 0,020 m

| comprimento 0,400 m
my dens dade linear(pbe) 2,71 kg/m
E, modul o de elasticidade 70 10° N/m?
Iy momento de inércia de &rea(e’h/12) 3,33310° m*

Dados do atuador inercid
My massa 0,100 kg
Xa posi ¢éo do atuador 0,320 m
Dados do sensor (acel erbmetro)

ms massa 0.050 kg
Xs posi ¢do do sensor 0,100 m




Repetindo-se 0 mesmo procedimento anterior para a estrutura do caso |1. Utilizando-se a
equacdo (18), os dados da tabela 3 e considerando-se ganhos, gy, € Jap, Unitérios e ainda uma
acao de controle proporcional derivativo com T4= 0,5, encontra-se:

[f|m22 _(ft +fu)m12 +fvm11]32 +f|k22 _(ft +fu)k12 +ka11

G, (9H(9) = @+Ts) (2D
’ (mllmZZ - m122)34 + (mllkzz + m22kll - 2m12k21)32 + kllk22 - klzz
Tabela 3: Dados da estrutura do exemplo 11
Dados da viga uniforme(mesmos do exemplo |, tabela 3)
simbolo | grandeza | valor | unidade
Dados do atuador piezoel étrico

e massa especifica 7,6 10° kg/m®
Mep densidade linear de massa(p,hb) 0,095 Kg/m
Xape posi¢do da extremidade aesquerda 0,300 m
Xapd posi¢do da extremidade a direita 0,340 m
Ex modul o de elasticidade 6,3 107 N/m?

h espessura 0,00025 m

b largura 0,050 m
lap momento deinérciade &ea 1,2815 10° m*

((e/2+h)><(e/2)*b/3
Dados do sensor piezoel étrico

P massa especifica 7,6 10° kg/m®
My densidade linear de massa(pghb) 0,095 Kg/m
Xspe posi ¢do da extremidade a esquerda 0,060 m
Xspd posi¢do da extremidade a direita 0,080 m
= modul o de elasticidade 6,3 107 N/m?
b largura 0,050 m

h espessura 0,00025 m
I momento deinérciade &ea 1,2815 10° m*

((e/2+h)*«(e/2)*b/3

Obtém-se assim, os graficos LGR, figura 5, referente a Eq.(21). Observa-se os quatro
polos sobre o0 eixo imaginario em decorréncia dos dois modos flexiveis da viga e ainda trés
zeros, sendo dois oriundos das ressonancias das subestruturas definidas pelas posicoes relati-
vas dos transdutores (M1U, 1991) e o outro devido a acéo de controle. Na figura 5-b verifica-
se a impossibilidade de se obter todos os polos estabilizantes, isto €, todos no semi-plano es-

guerdo do LGR.
3 x 10°
28 10 T T T T T T 2
15F g 1.5f /
1t 1 1r
__o5f XN 1 0.5}
imag.
0 . o
imag.
-0.5¢ X_ 1 -0.5¢
-1t 1 -1 \
-15p posicéo do sensor:  xs=0,100m ] -L.5p
posic&o do atuador: x,=0,320 m posicéo do sensor:xs=0,160 m posi¢éo do atuador:xa=0,280 m
2 . . 4 . . ) 2 L L L L L L L
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@ (b)

Figura 4: Lugar geométrico das raizes : Sensor e atuador nas posi¢oes (a) 0,100m; 0,320m; (b) 0,160m,
0,280m, respectivamente.
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posicéo do sensor: 0,060----- 0,080n posicéo do sensor: 0,080-----0,200m 1
posic¢éo do atuador: 0,300-----0,340| posicao do atuador: 0,320-----0,360m
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Figura5: Lugar geométrico das raizes. sensor e atuador posicionados nas regides (a) 0,060 até 0.080m; 0,300 até
0,340m, (b) 0,080 até 0,100m, 0,320 até 0,360m, respectivamente.

5. Conclusdo

Uma vez encontrada a fungcdo de transferéncia da estrutura ativa, abre-se uma série de
possibilidades de andlise do seu comportamento dinamico, dentre elas o controle em malha
aberta e fechada considerando os transdutores colocados e néo colocados.

Neste trabalho, apds a modelagem da estrutura, viga bi-apoiada, atuada e sensoriada, foi
construido o Lugar Geométrico das Raizes, LGR, para uma agdo de controle proporcional
derivativo considerando os sensores, acelerbmetro e piezoelétrico e atuadores, inercial e pie-
zoelétrico em duas diferentes posicBes possibilitando verificar a influéncia da dindmica dos
mesmos para andlise de estabilidade.

Através da escolha de pontos no diagrama Lugar Geométrico das Raizes, o que define os
correspondentes ganhos e polos em malha fechada, possibilita a confirmacéo da estabilidade
através de uma funcéo impulsiva.
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Title: Active Control of flexible structures

Abstract: The dynamic modeling and the active control of flexible structures are analyzed
through the Root-Locus method. This paper presents the derivation of 9SO trandfer functions
for the control of two case studies. Thefirst example consists of the active control of an Euler-
Bernouille beam with discrete sensor and actuator. In this case the control is achieved with
acceleration feedback and a proof-mass actuator. The second example consist of the same
type of structure with distributed piezoelectric sensor and actuator. A proportional plus deri-
vative control law is investigated from the point of view of stability of the system.
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